Calcolo delle variazioni A www.velichkov.it

ESISTENZA DI SOLUZIONI E PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE
COMPLEMENTI ED ESERCIZI .

1. OPERATORI CON POTENZIALE

Siano  un aperto limitato in R?, V € L>(Q) ed f € L?(2). Diciamo che u € HZ(£) & una soluzione debole
del problema

—Au+Vu=f in Q, u € H(Q),

se

Vu-chdm-i—/

V(x)updr = [ f(x)pdr per ogni o€ Hy(Q).
o Q

Q

Esercizio 1. Dati un aperto limitato Q C R?, una funzione nonnegativa V.€ L>®(Q) ed una f € L?*(Q),
mostrare che esiste un’unica soluzione debole del problema

—Au+Vu=f in Q u € HY ().
Mostrare che se f >0, allora anche u > 0.

Esercizio 2. Dati un aperto limitato Q C RY, due funzioni nonnegative 0 < v <V € L*(Q) ed una funzione
f € L?(Q), consideriamo le soluzioni deboli u e U di

—Autvu=f in QQ, u € H(Q),

~AU+VU=f in £, U € Hy ().

Mostrare che U < u.

2. PROBLEMI ELLITTICI IN R?

Sia f € L?(R9). Diciamo che u € H*(R?) & una soluzione debole del problema
—Au+u=f in R u € HY(RY),
se

Vu-V(deH—/ ugpdx:/ fz)pdx per ogni o € HY(RY).
R R R

Esercizio 3. Sia f € L*(R%).

(i) Mostrare che esiste un’unica funzione u € H'(R?) che minimizza in H*(R?) il funzionale

Jf(u):%/Q(|Vu|2+u2)dx—/ﬂufdx.

(ii) Mostrare che uw € HY(R?) ¢ l'unico minimo di Jy se e solo se u ¢ soluzione (in senso debole H*(R?)) del

problema
—Autu=f in Q u € H'(RY).

(iii) Mostrare che

R N
/Q(\Vu| —i—u)d:v—/Qufd:L'.

(iv) Mostrare che se f > 0, allora anche u > 0.



3. PROBLEMA DELL’OSTACOLO
Sia B la palla unitaria in R? e sia ® € C* una funzione tale che
{(I) > 0} € B;y.

Esercizio 4. Mostrare che esiste un’unico minimo del problema varizionale
min{/ |Vul>de : uwe€ Hy(By), u>® in Bl}.
B,

Mostrare che u > 0 in Bj.

Esercizio 5. Siano ® e ¥ due funzioni C*° tali che
v>o e {¥ > 0} € B;.
Siano w e v i minimi di
min{/ |Vul>de : uwe Hy(By), u>® in Bl},
B1

min{/ |Vo|?de : ve Hy(By), u>T in Bl}
B
Mostrare che v > u.

Esercizio 6. Sia u € H}(By) il minimo di
min{/ |Vul>de : ue HY(By), u>® in Bl}.
By
Mostrare che per ogni funzione ¢ € C°(By), ¢ >0, si ha

Vu-Vp > 0.
By
4. FUNZIONI SUBARMONICHE E FUNZIONI SUPERARMONICHE
Definizione 7. Siano Q un aperto in R e v € H'(Q) una funzione.
e Diremo che u € una funzione superarmonica in §2 se

/ Vu- -V >0,
B1

per ogni funzione ¢ € C°(B1) tale che ¢ > 0 in Q.
e Diremo che u € una funzione subarmonica in € se
Vu- -V <0,
B,
per ogni funzione ¢ € C°(By) tale che ¢ >0 in Q.

Esercizio 8. Siano Q un aperto in R? e u € H}(Q). Mostrare che:

e se u € superarmonica, allora u > 0 in Q;
e se u ¢ subarmonica, allora u < 0 in €.
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